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摘 要

木文研究各向异性压电介质的机电藕合问题
.

应用平面波分解法和留数定理
,

首次得到了线

力和线电荷作用下一般二维各向异性压电介质机电祸合场的基本解
.

本文的解适用于平面问题
、

反平面问题以及平面和反平面相互藕合问题
.

作为特例
,

文中给出了横观各向同性压电介质的基

本解
.

关键词 压电介质 平面波分解法 机电棍合场 基本解

一
、

引 言

压 电材料是得到广泛应用和具有 良好发展前景的智能材料
,

为了优化压电材料的细观结

构
,

弄清压 电材料的损伤机理和失效行为
,

一些学者研究了压电介 质 的 机 电 藕 合 问 题
.

W
a n g t ` , “ 」用 G r e e n 函数法和 F o u ir e r 变换首创性地给出了含椭圆夹杂和扁平椭圆裂纹压

电材料中三维祸合场的解
,

D u t “ 」和 P a k 〔咯 ’
应用各向异性弹性力学中的 s t r o h 方法分别研究

了含椭圆夹杂二维压电介质的机电藕合场和断裂力学问题
,

得到了一些有意义的结果 ; s u o 〔“ ’

使用同样的方法得到了压电介质中的界面裂纹的尖端场的封闭解 ; S 。 。 a 〔” 」

使用 L e k h in 七s ik i

方法研究了含缺陷压电介质的平面问题
.

上述工作的特点均是求解无穷远均匀场作用下无限

大压 电介质的解析解
.

为了研究复杂载荷作用下有限尺寸压电体的机 电藕合行为
,

寻求藕合

场问题的基本解是非常必要的
.

最近
,

文献 〔7 〕
、

「8」用 P o u ir e r 变换分别得到了简化的二维

各向异性和各向同性压电介质的基本解
,

为了得到解的显函表达式
,

要经过复杂 的 反 演 计

算
.

由于压 电介质固有的各向异性
,

平面和反平面问题一般是难以解藕的
.

因此
, 〔7〕

、

[8 〕

给出的解有很大的局限性
.

木文放弃任何假设
,

研究一般二维各向异性压 电介质的机电藕合 问题
.

我们首先使用平

面波分解法得到线力和线 电荷作用下压 电体的基本解的积分表达式
,

然后通过留数计算给出

了解的显函表达式
.

作为特例
,

文中给出了横观各向同性压电介质的基木解
.

芳
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二
、

基 本 方 程

在直角坐标系 x ,

下
,

线性压 电介质的本构方程和梯度方程为

本构方程

。 ` ,二 C ` , 。 。 。。 。 一 e 。 , , E
。 ,

D
` == e `。 。 。 。 。

+ a `。 E
。

( 2
.

2 )

式中
, 。 ` j , 价 , ,

D `和 E `分别为应力
、

应变
、

电位移和电场
.

C ,。 ,

“
,和 价

。

分别为材料的

弹性
、

压 电和介电常数
,

它们有如下的对称关系

C ` , 协 。

= C j`。 ,

== C ` j 。 。
= C 。 。 ` j , e , ` ,二 e n j` , a ` , = a ,` ( 2

.

2 )

和正定特性

C ` j。 。 。 ` ,。 。 ,

) O , a ` , E ` E , > o ( 2
.

3 )

式中
, 。 ` j和 E

:

分别为非零的二阶张量和矢量
.

梯度方程
。 ` , = (

“ ` , ,
+

u , , `
) / 2

,
百 ` = 一 卿 , `

( 2
.

4 )

式中
, u和切分别为位移和 电势

.

在无体力和 自由电荷的情况下
,

散度方程为

a ` , , `
= o

,
D ` , `二 o ( 2

.

5 )

将 ( 2
.

1) 和 ( 2
.

4 )两式代入上式
,

得到用位移和 电势表示的散度方程为

C ` j o n u 。 , 。 `
+

e 。 ` j切 , , `
= o , e ` . 。 。 。 , 。 `一 a `。切 , , ` = o ( 2

.

6 )

为方便起见
,

下面采用 B a r n e 七七和 L叭 h e 〔 . ’的表示法
,

将场变量和材料常数统一表示

为

1 , 2 5 3

…v)
10)11)12).仕..(z.(z.(z

一一一一MM断叽沪l`L
一一万

U

￡饥 刀 ,

4

M = 1 , 2 , 3

一 E
。 ,

M 二 4

J 二 1
,

2
, 3

J = 4

j’i,伪D矛

l
`
se
、

一一J
刃

C
`、 , ` 。 ,

e 扑 i j ,

c 1 m n ,

一 a 落n ,

J
,

M = 1 ,
2

, 3

J ~ 1 , 2
, 3 , M ~ 4

J 一 4 , M = 1
, 2 , 3

J
,

M = 4

!
、己..、

一一n万JE

值得注意的是
:

U , ,
Z ,

。 ,
万 ` J和凡

,
枷不是张量

,

不服从张量的坐标变换律
.

根据 ( 2
.

7 ) 、 ( 2
.

10 )式
,

方程 ( 2
.

1 )和 ( 2
.

6 )成为

万汀 ~ E 汀 万
。

Z M ,

E
i了万 。

U 万 , , :

~ o

三
、

解 法 的 说 明

为 J
`

简要地说明求解 方法
,

先考虑工
J
a p ! a c e 方程的基木解 “ (浑 )

, “ (戈 )应满足方程
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V
Z
G (尤 ) + d (刃 ) = o

式中
,

v
Z

为二维 L a p l a e e算子
.

求解方程 ( 3
.

1) 的基本出发点是使用二维乃(尤 )函数的平面波分解公式
〔 ` “ {

( 3
.

1 )

“ (二卜命
v Z

手
。

街
,。 g , s

·

` ,“ ·

( 3
.

2 )

式中
,

C 为
s 坐标系下绕原点

s ~ o的任一条闭合线
.

而且

d s = 5 l
d s : 一 s Z

d s l

比较方程 ( 3
.

1) 和式 ( 3
.

2 )
,

得到 G ( x )的积分表达式为

( 3
.

3 )

` ( 、 )
一命手

。

俞
, 0 9 , s

·

` ,“ ·

( 3
.

4 )

为了用留数方程计算 ( 3
.

4 )式中的积分
,

取图 l 所示

~ }C
:

)。 二时
,

沿 C
Z

和 C
4

的积分为零
,

沿 C
,

和 C
。
的积分

相等
,

所 以
,

方程 ( 3
.

4 )简化为

的 积 分 路 径
.

容易证明
:

当 IC
;
{

` ( 、 卜 一

命 (
C ,

俞
`“ g , s

·

` ,ds

1

2兀 犷
、 〕

、

行
l。 。 (、

,
十 : 2、 2 。、 赴

“ e

亡厅半了
10 9 ( / 1

+ xP
Z

)、 ,

( 3
.

5 )

式中
,

R e表示复数的实 部
.

( 3
.

5 )式中的被积函数在上

半复平面只存在一级极点 P二 f ,

由留数计算得
图 1 积分路径

G 。
划一 上

R 。 oI 到 x l
+ 认

2

) = 二
- 10 9 上 ( : = }xj 一斌 刃不不 )

2 兀 一
、

2汀 一 r

( 3
.

6 )

至此
,

我们用平面波分解法得到 r 大家热知约 L a p l a c e 方程的基本解
.

四
、

压电介质的基本解

本节将推广上节 的求解过程确定压电介质的基本解
.

考虑一无限大各向异性压 电介质
,

在 x 。
轴上作用有均匀分布的线力和线 电荷

,

则场变量仅是 x ;

和 x :

的函数
.

用 G J
斌 尤 ) ( J

,

M

= l
,

2
,

3
,

4 )表示压 电介质的基本解
,

物理意义为
:

G 。 ,和 G 。 `
分别表示作用在坐标原点 O

处为方向的线力和线电荷在尤点沿
x 。 方向产生的位移

,

G
4 ,和 G

4 4

分别表示作用在坐标原点 O

处 xj 方向的线力和线 电荷在 x 点产生的电势
.

数学上
,

G ,
斌留 )应满足下面的偏微分方程组

:

厂
J , (口

, , 口2

)G , ;
( x ) + 占

, , 占( x ) = O ( 4
.

1 )

式 中
I’ , 、 (口

, , 口:
) = 刀

a , 、 , ”
a

a , ( a ,

刀= 1
,

2 ) ( 4
.

2 )

对任一可微函数 f ( s
·

` )
,

我们有关系式

口
a

j (
s

·

x ) = s a

f (
s

·

大 ) ( 4
,

s )

式中了~ d f / d 、 .
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我们可以证明

`
,

一 (。
! , 口2

)
手

。 r 、 、 ( s ,̀ 0 9 ` s
·

` , d
·

一肖二、 ’

手
。 {
梦

}、 `。 g `二 ` ,“
·

( 4
.

4 )

式中

厂 J、 (
s
) ~ E

o J , , s a s , ,
厂 , * ( s )

·

厂沁 ( s ) = 乃
J尸

( 4
.

5 )

由 ( 2
.

2 )和 ( 2
.

3 )可 以证明厂
J 、 ( s )是对称和非奇异的

,

所以厂
J , ( s )的逆 厂瑞 (

s
)存在

.

从 ( 4
.

5 )

易知
,
r J , ( s )和 r J去( s )有下面 的性质

r J 、 (肪 )一护 r J , (s )
,

厂子益(胎 ) ~ 久
一 2
厂 J盖( s ) ( 4

.

6 )

的齐次性
.

由 ( 4
.

4 )和 ( 3
.

2 )两式
,

得满足方程 ( 4
.

2 )的解G 。 , (尤 )为

。 , :
(二 )一告币

r 、 、 ( s ) 10 9 rs
·

二 J、
:

( 4
.

7 )
4兀

一

J 。
- - -

利用 ( 4
.

6 )和土节计算曲线积分的分析过程
,

上式简化为

。 二 。
(二 )一去

R e

(
一 r 、从( 1

,
, ) 10 9 (

二 1
+ ,

:
)、 p

任 J̀ J一 0二

~ 一

典
一

eR
4兀

`

r益
:

( )P
一 。 D ( P )

10 9 (x
: + p x Z

) d p ( 4
.

8 )

式中

璐
:
(夕 )= a d j [r , :

( 1
,

夕 )〕, D (夕 ) = d e七[厂二:
( 1 ,

夕)〕

注意到厂盖
:
( )P 和 D ( )P 分别为 P的 6 次和 8 次多项式

,

由于公
, 。 ”

和 a , ,的正定性
,

项式 D ( )P 仅存在四对共辘复根
,

即

D ( P
。
) ~ o ( m = 1 ,

2
, … , s )

我们令

P 。 + 欢
= 矛。 ,

I m (力
。
) > O (。 二 1 , 2 , 3 ,

4 )

其中
,

万。 表示力。 的共扼
,

I m表示复数的虚部
.

D ( )P 可表示为

( 4
.

9 )

可以证明多

( 4
.

1 0 )

( 4
.

1 1 、

D (户 )一 乙
a ` ,

)`
= a 。

n (户一 力。 ) (力一 , 。 )

式中
。 ,

是八次多项式函数 的系数
.

假定 D ( )P 的根是不相同的
,

用留数定理计算 ( 4
.

8 )中

的积分
,

得到 ` M 。
( x )的显含形式为

`; 、 。
。、 )一

`一丁m丁小
兀 七

渭

厂盖
: ( l

,。 夕

口, D ( j)
。

)

一

’ 0 9 `之。 ,
} (谁

.

1 3 )

式中

z 。 ~ 戈 ,
+ 力二 x Z

当D ( p )存在重根时
,

我们称相应的压 电材料是
“

退化
”

的
,

此时修正 ( 4
.

1 3 )为

4
.

1 4 )

: 、 。
`二 。一

` , m丁安
。 : 卜

1 )

「
兀 七

,

忿二
`

L 欲豁
`。 g (一 ,〕} ( 4一 5 )
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式中
, : 和 t分别为相异根的个数和根的重数

,

而且

D 二 ( P ) ~ 刁
m D ( P ) / (乡一 P 。

)
`

( 4
.

16 )

( 4
.

17 )
9自八匕

,
j厂

J
z 了J

/
了.了尸、砚.、

一一m刃

在 ( 4
.

1 3 )和 ( 4
.

15 )两式中
,

使用了表达式

。 ,
f ( P

。
) ~ [。 f /口P 〕户= 户

。

( 4
.

18 )

( 4
.

1 5 )式即为一般二维各向异性压 电介质的基木解
.

当 e ` , 。
~ O时

,

便分别得到各向异性

弹性介质和各向异性 电介质的基本解
.

五
、

特例
:

横观各向同性压 电介质的基本解

在工程中
,

许多得到广泛应用的压 电材料具有横观各向同性的性能
,

如压 电陶瓷
.

假定

xl
一二 2

平面为各向同性面
, 二 3

与极化方向一致
,

这类压 电材料的本构方程为

、 llLseeer夕EEE
厂lee,、eel、

ù
月日月比||||J几乳已

`

000000自000000自。r..............C l : C 1 3

C
2 2

C
1 3

C
, 3

C
3 3

0 0

0 0

0 0

0 0

C
4 ` 0

0 C 4 `

0 0

0

( C
: : 一 C : :

) / 2

召 1 1

忍2 2

巴 3 3

2￡ 2 3

Ze i 3

2￡1 2

了.....产、......、ō ...............CICICI 00,几n山仆曰3n曰勺ō,孟q山3ǹ
.1.1aa仃(T口」

尹

l
........I

we
..

( 5
.

1 )

、

I
L尸ZlesEEE

../.

1
.

、

l
ù

+

leeeseeset,weeseeee夕巴 1孟

已名名

召。 3

Ze Z s

2￡ a 3

2￡卫3

a 至1 0 0

0 a x i o

0 o a 3 s

DDD`

l...L

对横观各向同性压 电介质的二维问题
,

「厂幕
`

( l ,
P )

由上节经简单推导得到

飞l
.J

、宜J了

P

厂
一 `

( 1
,

P ) ~ ( 5
.

2 )

式中

P )
C

; 1

( C
I : 一 C

; :
) ( p

Z
+ 1 )

么

Z C , ; P Z
+ C : : 一 C

: : 一 ( C
: : + C : 2

) p

一 ( C
; ,

+ C
: 2

) P ZC : 1
+ (C

: , 一 C : 2

) P
Z

( 5
.

3 )

r 了
`

,
)

卜 (、 :
5

+ 、

南一叹筑
;

] ( 5
.

4 )

其中
,

(
u ,

厂 石
’ 。 1 ,

)P 表示
`
J面内变形 (

。 , , u :

)相关的矩阵
,

厂二
’

(l
,

p )表示 与面外变形 和 电 势

叫相关的矩阵
.

前者类似于各向同性弹性介质的平面应变问题
,

后者表明面内电场 和

反平面变形是相互藕合的
.

通过简单推导
,

基本解的非零分量为 ;
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飞 f

l
l大留GG

{
G , :

( x )

G
Z ,
(刃 )

一

、 扁
二

而〔
( 3 一 4 , : 2

) 10 9 ( 1 / : )一 , 2

/ r
Z

“ 必
2

_ _ 一

j
( 3一 4 v , 2

) 10 9 ( 1 / r ) + g
艺

/ r 艺 J

( 5
.

5 )
·

x 夕 / r “

1一
r

gO
, .上

门.1
ù[G

3 3

(` ) ` 忍4

( ` )1-

L
G

` 3

( x ) G
4 4

(尤 )
J

1

2 二 ( 一+ k ) l
C扮

k 。了梦

k e

褚

一 a 了广
( 5

.

6 )

式中
, v , :

为泊松比
,

秃~
。 l

。

/ ( C
` ; a , 工

)
.

方程 ( 5
.

5 )与各向同性材料的基本解的经典结果一致
.

六
、

结 论

本文应用平面波分解法和留数定理推导了一般二维各向异性压 电介质的基本解
,

其优点

是避开了 F o u ir er 变换方法的反演过程
,

求解过程简单
、

清晰
.

本文的基本解为用边界元法

求解压 电介质的机电藕合问题奠定了基础
.
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