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I N T R O D U C T I O N

T h e e o u p l e d e le e t r o e la s t i e b e h va i o u r o f p i e z o e l e e t r i e m a t e r i a l s a d d s e o n s i d e r a b l y t o

t h e d iiff e u l t i e s i n t h e d e s i g n a n d a n a l y s i s o f m e eh a n i e a l b e h va i o u r o f t h e m a t e r i a l s
.

uF
r t h e r

e o m p l i e a t i o n s a r i s e fr o m t h e i n h e r e n t a n i s o t r o P i e o f t h e P i e z o e l e e t r i e e e r a m i e s
.

N e v e r t h e le s s ,

a r e a s o n a b l e a m o u n t o f t h e o r e t i e a 1 w o r k h a s b e e n d i r e e t e d t o w a r d s t h e s t u d y o f d is l o e a t i o n ,

e r a e k a n d i n e l u s i o n P r o b le m s a s

we ll a s i n t e r fa e i a l b e h va i o u r i n h o m o g e n e o u s P ie z o e l e e t r i e

s o l id s
.

s o s a a n d P a k [1 ] d e ve l o p e d a t h r e e 一

d im e n s i o n al s o l u t i o n fo r i s o t r o p i e p i既 o e le e t r i e e e -

r a m i e w i t h d e fe e t s
.

wa
n g a n d D u IZ

, 3 ] a n d e h e n [4 ] a n a l y s e d t h e i n e l u s i o n a n d e r a e k p r o b le m s

in P i e z o e le e t r i e m at
r ix b as e d o n G r e e n

, 5
fu n e t io n a n d oF u r i e r t r

an
s fo r m at io n t e

hc
n lq u e s

.

E x t e n d i n g D e e g
’ S [5 ] r i g o r o u 。 a n a l y t i e al s o l u t i o n t 。 p ie z o e l e e t r i C i n e l u s io n ,

D u n n a n d aT y a [6 ]

e s t im a t e d t h e e
ffe

e t i v e P r o P e r t i e s u s i n g t h e d i l u t e , s e l--f e o n s i s t e n t
,

M o r i
一

aT
n a

ka
a n d d i ffe

r -

e nt ia l m i e r o m e e h a n i e a l m o d e ls
.

T h e P r es e n t P a P e r 15 e o n e e r n e d w i t h d e r i v i n g e x a e t g e n e r a l

s o l u t i o n fo r a n i n if n i t e , a n i s o t r o p i e p ie z o e l e e t r i e m e d i u m w i t h a n e ll i p t i e i n e l u s i o n
.

T h e e o u -

p l e d e l e e t r o e las t i e if e l d s o f t h e i n e l u s io n a n d m a t r议 a r e g ive n w h e n t h e e x t e r n a l e l a s t ie if e ld

a n d e l e e t r i e if e l d a r e b o t h e o n s t a n t
.

T h e d e ve lo P e d t h e or y 15 b as e d o n t h e e e n t r a l i d e a o f t h e

s t r o h fo r m a l is m 。 s t a b li s h e d b y s t r o h l7 ] a n d fu
r t h e r e l a b o r

at
e d by T i n g IS

, 9 ]
.

M o r e r e e e
nt ly

,

S t r o h fo r m a l i s m w a s g e n e r a l i z e d t o t r e
at d i s l o e a t i o n s a n d li n e e h a r g e s i n li n e a r p i e z o e l e e t r i e

m e d i a by P a k ll o l a n d t o S o lv e t h e b o u n d a r y va l u e p r o b l e m s o f l e e t r o e l a s t i e m e d i a by S u o e t

al ll l ]
.

1 1
.

B A S I C E Q U A T I O N S

If n o fr e e e h a r g e a n d b o d y fo r e e e劝 s t i n p i e z o e l e e t r i e b o d y
,

t h e s t a t i e e la s t i e a n d e l e e t r i e

if e ld e q u a t io n s e a n b e w r i t t e n
as [1 2 ]

l()认D ` = 0

eR
e e iv e d 3 0 J u ly 1 9 9 3

* T h e p r o j e e t s u即
o r t e d b y t h e N a t io n al N at u r a l S e i e n e e

oF
u n d a t io n o f C h i n a
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l
尹、、,声

,̀,d
J

件曰勺
了

l
、/.̀、
、

叮泞了吸、口吸厂、

a乞a 、 J = o

D * = 一 ` ; 。 毋
, s + e `二 。

锐二 , s

口` J = 认 J
, , 二 二 , 。

+ e o

J￡毋
, s

a n d

1

叭 , 一 百又廿
` , , + u j

, ` ) E ` = 一叭
*

w h e r e 邝
,

cr
,

D a n d E a r e s t r a i n , s t r e s s , e l e e t r i e d i s P la e e m e n t a n d e l e e t r i e if e l d ; u a n d 必

t h e e l a s t i e d i s p l a e e m e n t a n d e l e e t r i e P o t e n t i a l
, r e s P e e t i v e l y

.

T h e e l a s t i e
,

P ie z o e le e t r i e a n d

d i e l e e t r i e e o n s t a n t s o f t h e m e d iu m a r e r e p r e s e
nt

e d 饰 t h e fo u r t h
,

t h i r d a n d s e e o n d
一 o r d e r

t e n s o r s C
, e , ` r e s p e c t i v e l y

·

S u b s t i t u t i o n o f E q s
·

( 3 )
a n d ( 4 ) i n t o E q s

.

( 1 )
a n d (2 ) y i e l d s

(认 , 二
, 。 , + e s

* ,必 )
, s ` = 0 一 : 、 :

必 + e `二 。 。 二

)
, s 、 二 o ( 6)

oF
r t w o 一

d im e n s i o n a l P r o b le m s i n w h i e h 锐 a n d 毋 d e p e n d o n

s o lu t io n e a n b e o b t a i n e d b y e o n s i d e r i n g a n a r b i t r a r y fu
n e t i o n

a n d x Z

x i a n d x Z o n l y
,

t h e g e n e r a l

o f a li n e a r e o m b i n a t i o n o f 工 i

{
。 二 ,

毋} = a f (石
l x l + 荟2 x 2

) (7 )

I t 15 e o n ve n i e n t
,

il e r e a n d i n t h e s e q u e l
,

t o t a ke {
二 , ,

必} t o b e a e o lu m n w i t h t h e e n t i t i e s

i n d i e a t e d
, 5 0 t h a t a 15 l ike w i s e a fo u r 一 e o m p o n e n t e o l u m n

.

W i t h o u t 10 5 5 o f g e n e r a li t y
, o n e

e a n a lw叮
5 t a ke 苟1 = 1

,

若2 = P
.

T h u s ,

t h e n u m b e r P a n d t h e e o l u m n 0 a r e d e t e r m i n e d b y

s u b s t i t u t i n g E q
.

(6 ) i n t o
( 7 )

,

w h ie h g ive s

(aC
j

,

月a r

+ e 。 ,尽 a 4
)若

。若口 = o 一气邓
4 + % 叨 a ,

)乳如 = 0 (8 )

w h e r e 。 ,

口= 1 o r 2
.

T h i s 15 a n e i g e xi v a l u e p r o b le m e o n s i s t i n g o f fo u r e q u a t i o n s ; a n o n t r i v i a l

。 e对 s t s i f 尹 15 a r o o t o f t h e d e t e r m i n a n t p o l y n o m i a l
.

S i n e e E q
.

(8 )
a d m i t s n o r e a l r o o t l“ ]

,

t h e p o o e e u r a s fo u r p a i r s o f e o m p l e x e o nj u g a t e s
.

w 己 le t

P 。 + 4 = P。 工m (儿 ) > 0 。 = 1
,

2
,

3
,

4 (9 )

w h e r e
an vo

e r b a r d e n o t e s t h e e o m p l e x e o nj u g a t e a n d I m s t a n d s fo r t h e im ag i n a r y P a r t
.

M o r e g e n e r a l l y
,

w e h va
e

V 一 {二
二 ,

, }一 ZR e

艺
a 。 九 (

: 。
)

。 一 1

i n w h i e h R e s t a n d s of r t h e r e a l p a r t
, 。 。 t h e a s s o e ia t e d e o l u m n s , a n d 名。 = x x + 尹。 x 2

.

oF
r

a g iv e n b o u n d a r y va l u e p r o b l e m
,

t h e s t r e s s a n d t h e e l e e t r i e d i s p la e e m e n t o b t a i n e d fr o m

E q s
.

(4 )
a n d ( 10 )

a r e g iv e n b y

4

{ a
Z , ,

D Z
} 一 ZR e

又 b
。

几(
: 。

) {。
1 ,

,

D l
}一

ZeR 艺
b 。

几 (
z 。

)
a = 1 口= 1

w h e r e ,

fo r a p a i r (尹
,
a )

,

t h e a s s o e i a t e d b 15

石, = (仇 j 二尽a , + e 口j Z a 4
)石尽 b4 = (一

: 2口a 4 + e Z二口a 二

)苟口
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: G e n e r a l C o u p le d S o l u t io n o f A n is o t ro p ie P ie z o e le e t r ie M a t e r i a ls

S u b s t i t u t i n g E q
.

( 12 ) int o
(8 ) g ive s a n a l t e r n a t ive e x p r e s s i o n

b , = 一厂
’
(C

l ,
r口 a ,

+ e。 , l a 4
)苟。 ` 4 = 一 p一 `

(一
: 1 , a 4 + e l二口a 二

)若,

nI m a t r i x n o t a t i o n ,

t h e E q s
.

( 1 2 )
a n d ( 1 3 )

a r e e x p r e s s e d a s

_ 甲 _
、

1
_ _

、

b = (五
`

+ P望
’

) a = 一 (Q + 尹允 )a
P

( 14 )

w h e r e t h e s u P e r s e r i P t T s t a n d s fo r t h e t r a n s P o s e d m a t r ix a n d R
,

T
,

Q a r e 4 x 4 m at
r i e e s

g i v e n
饰

4X4

飞.......J

C i , , 2

e

界
2

e ZJ I

一 已1 2

。 一

{妙
L

` 1 , 1

e i j i

一已 1 1
4X4

, ........Jr.......L

一一R

汤
,心

e

玉
2

e Zj Z

一艺 2 2

( 15 )
4X4

一

l
esesesesesesJrse

se
..L

一一T

W七 s e e t h at Q a n d T a r e s y m m e t r i e a n d T 15 p o s i t i v e d e if n i t e ,

an d t h e E q
.

( 14 )
e a n b e r e e

as t

i n t h e s t a n d a r d e i g e n r e l a t i o n

N七= P亡

…
( 1 6 )

: 一

{言}
“ ` ,

一 T一 I R T

R T一 I R T

从 = T一 1

一 Q = 刀了

w h e r e

NZ
a n d N3

a r e a l s o s y m m e t r i e a n d NZ 15 p o s i t ive d e if n i t e
.

m a t r i e e s A a n d B 场

A = ( a
l ,

a Z , 。 3 ,
a 4

) B = (b
l ,

b Z ,

b 3 ,

b 4
)

( 1 8 )

I f , v e d e if n e t h e 4 X 4

(1 9 )

e a e h o f t h e 0 5 15 d e t e r m i n e d b y t h e e i g e

van l u e

e o n s t a nt
.

I t e a n b e p r o v e d t h a t t h e m a t r ie e s

Pr o b le m u P t o a e o m P le x 一

va l u e d n o r m al i z a t i o n

H
,

L
,

5 int r o d u e e d b y B a r n e t t a n d L o t h e 【1 3 ]

s = i( 2 A B T 一 刀 H = ZI A A T L = 一 ZIB B T

(2 0 )

w h e r e i = 、
厂1 a n d 了 15 t h e u n i t m a t r议

, a r e r e a l a n d va h d fo r t h e 。 o u p le d e一e e t r o e l a s t i e

P or b l e m
.

B y i n t r o d u e i n g t h e fo l lo w i n g a u x il iar y fu n e t i o n

U 一 2 R e

艺 b o fa (
z 。

) (2 1 )
口= 1

E哪
.

(1 1 )
e a n b e r e w r i t t e n a s

{。
2 ,

,

D Z
} = 队

i
{。

i , ,

D l
} = 一队

2
(2 2 )

F in a

lly, fr o m E q s
.

( 1 0 )
,

( 16 )
a n d ( 2 1 )

,

w e h va
e t h e fo l l o w i n g d iffe

r e nt ial e q u a t i o n

{丫
2 ,

队
2
} = N {丫

1 ,

队
1
} (2 3 )
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Ina n

b o un da r y15

in f in ite a n io s tr oP ieP ie e o zle e tr ie ma te r ia l
, e o n s i d e r a n e l li P t i e i n e l u s i o n w h o se

g i v e n b y

` 1 = a C o s 劝 留 2 = 6 s i n 劝 (24 )

w h e r e Z a ,

Z b a r e t h e m aj o r a n d m i n o r
ax

e s o f t h e e l l iP s e
.

T h e i n e l u s i o n 15 e x t e n d e d i n d e -f

i n i t e l y i n t h e J 3 一

d i r e e t i o n , a n d t h e u n i fo r m s t r e s s a n d e le e t r i e if e l d ar e a p p l ie d a t in if n i.yt

T h e i n c hi s i o n an d t h e m at r议 hvae
a p er fe c t b o n d i n g al o n g t h e

int
e r fa c e

( 2 4 )
·

L et a

军
,

: 军
b e t h e s t r e s s e s a n d s t r a i n s ,

D尸
,

召罗 t h e e l e c t r i e d i s p l a c e m e nt a n d e l e e t r i e if e ld in t h e m a t r议

a t i n if n i t犷 T h e y a r e d e if n e d fr o m E够
.

(3 )
a n d (4 )

口军一 认介
,

谓
一 “
娜刀罗 D尸 = 众

。

E罗 + 价。 守刃 ( 25 )

We
n o t e t h a t 口军 h vae

t o b e p r e s C r ib e d i n s u c h a w 叮 t h a t 守翁 = 0
,

t h e a u x i l i a r y fu n c t io n s

V co an d U oo e
an b e e

xP
r e s s e d u s i n g the

v
ar iab le s i n

an i n if n i t e b o d y

V co 二 {二尸
,

少co } 一 { (
x l邝护 + x2 今罗 )

,

(
x 1 E护 + x Z E罗) }

U oo = { (
二 ,艺罗一 御 t刹

,

(
二 I D罗 一 二 Z D 罗) }

(2 6 )

(2 7 )

i n w h i e h
, 护 = {甲霭

,

0
,

2甲霜} = “ 罗

, 罗 一 { 2侧男
,

守罚
,

2
嗡 } 二 tL胃

t护 = {
。胃

,
a霜

,
。霜}

,罗 = {。益
,
。翁

,
a霎}

( 28 )

I n e n g i n e e r i n g a P P li e a t i o n s i n e l u d i n g t h e p r e s e n t e a s e ,

f1
,

f2
,

f3
,

f4 h vae
t h e s a m e

fu
n e t io n

fo r m

fa (
z 。

) = g o
f (

z 。
) 。 on t s u m m e d (2 9 )

w h e r e 叮。
, 。 = 1

,

2
,

3
,

4 a r e a r b i t r a r y e o m P le x e o n s t a n t s
.

I f we i n t r o d u e e t h e d i a g o n al m a t r i e e s

二 = d i a g {
二 1 , 2 2 , : 3 , 2 4

}

F (
:
)

E q s
·

( 10 )
a n d (2 1 )

e a n

= d i鳍 {f (
2 1

)
,

f (
: 2

)
,

f (
: 3

)
,

f (赵 )}

(3 0 )

( 3 1)

w r i t t e n as

U 一

ZeR { A F (
z
) g }

ZR e
{ B F (

z
)g }

i n w h ie h q 15 t h e 4 只 1 m at r i x w h o s e e l e m e
nt

s a r e q。
,

a = 1
,

2
,

3
,

4
.

t h e g e n e r a l s o l u t i o n
(3 2 )

a n d ( 3 3 )
o nt o

(2 6 )
a n d ( 2 7 )

,

we
r e p l a e e t h e

q = A T g + B T h

(3 2 )

(3 3 )

B e fo r e

we
s u P e r im P o s e

e o m p le x e o n s t a n t q b y

( 34 )

beV

w h e r e 9 a n d h aer er
a l

.

认飞 t h e er fo r e e o n s id e r t h e ge n e r a l s o l u t i o n

V = {二
二 ,

毋} = 二 1

{ , 罗
,

E护 } + x Z
{守罗声罗 } + ZeR { A F (

z
)A T } g + ZR e

{ A F (
z
)B

T
} h (3 5 )
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U = x l
{ t罗

,

D罗 } 一
x Z

{艺护
,

D 护} + Z R e
{B F (

二
)A

T
} g + ZR e

{B F (
:
)B T } h (3 6 )

o f t h e a u x i li a r y fu n e t i o n fo r t h e P i e z o e le e t r i e m a t e r i a l s w it h e l l i p t i e i n e l u s i o n
.

oF l lo w i n g

L e k h n i t s k i i l l 4 I
,

we
。 h o o s e t h e a r b it r a r y fu n e t io n f (

z 。
) i n F (

:
)

o f t h e fo ll o w i n g fo r m

F (
·
) 一 “ ·̀ ` (“ f ’ ,

“牙`
,

“; ’ ,

“矛’
) 飞

苟。 一 {
: 。 + !

二

且一 (
a “ 十 p已b

Z
) ]
’ / 2 } / (

。 一 切。 b) J
(3 7 )

、

`产、、产只à9nJ,d
Z1̀、矛才.

.

、

I t 15 e l e a r t h a t

石J

A l o n g t h e i n t e r fa e e
(2 4 )

,

茹
1

` 一 {
: 。 一 [

z

且一 (
a Z + 尹且b
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