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含有随机夹杂的统计非均匀

弹性介质参数的分析
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(清华大学 ) (哈尔滨工业 大学 )

提要 本文提出了随机点场理论用于研究含有随机夹杂的统计非均匀介质
.

本文不同

于其 它作者
,
一 般均将随机理论建立在 E s h el b下的等效夹杂原理之上

,

而这里是建立在 K u
in

n

的微结构 理论基础之上
.

作为理论的一个应 用
,

本文对复合材料的有效模量及夹杂内部及 周

围微观场进行了计算
.

关键词 统计非均匀介质
,

随机点场理论
,

有效弹性模量
,

微观场
。

一
、

引 言

对子由数种材料组成的非均匀介质的研究
,

近年来已吸引了更多的科学工作者
.

其

研究的目的已不仅限于寻求材料宏观表现的有效系数问题
,

而且最近人们也越来越感兴

趣于微观场水平的估计
.

对于弹性介质的力学性能方面的微结构理论
,

可以进行这样简

单的回顾
.

K r o en
r 工’ J等对于多晶体问题进行了较为系统的研究

.

B
o
d i a o k尹刹及 H or 八

r吕
-

等应用 S e lf
一

C o n s i s et nt 方法研究了随机多裂纹体的有效弹性模量 问题
.

文 〔4 〕中 结 合

E s he lb 到
5

的单体夹杂问题的解答
,

给出了单 向排列椭球形夹杂的微观应力场的近似计

算结果
.

至今
,

仍有大量工作研究含规则排列的夹杂及缺陷材料的有效参量及微观场问

题
。

从上面的研究可以发现
,

作为研究的对象集中为两种
,

一种是宏观统计均匀介质
,

另一种是非随机介质
,

作为统计均匀介质
,

最方便的条件是人们可 以利用各态历经性假

设
.

但对于实际材料
,

这两类模型不足以精确地描述材料
.

尤其随着材料的可设计性增

加
,

更是女,:此
.

此外
,

人们对于微观场的研究
,

一 般都基于 E S ha lb J 的等效夹杂原理
,

这样做的优

点是使问题变得简单
,

但缺乏统一性
,

而本文的做法是应用积分方程的技术
,

对所有类
_

似的问题 (如温度场等 )都能给予统一的描述
,

而且处理同样问题同 E ,
址 l b y 方法相比

,

* 文予 1 98 T年 6 月 2 3日收到
。
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不增加解题难度
.

本文将随机点过程的理论推广到三维空间
,

认为夹杂的中心形成一随机点场
.

摒弃

各态历经性假设
,

指出了处理任意夹杂介质的一般方法
.

使得从理论上计算多点相关函

数成 匀可能
.

还初步得到了这样一些结论
.

当夹杂 中心形成一齐次泊松点场时
,

可以得

到问各态历经性假设一样的结论
,

这即是统计 同性介质的物理背景
.

本文还在球形夹杂

情况
L

一

下
,

应用 S el f
一
C o sn i s ten t 方法及本文的方法

,

计算了宏观弹性模量及微观场
,

并进

行刁
`

比较
。

二
、

基本理论

、 .了、.声, .占,工
矛

`
、
Z、

以位移表示的非均匀体弹性力学基本方程为

d , e ` ]。 I ( % )口
。 u才= 一 g

,

式 中
,

ic]
、 : ( 、 )为非均匀体的弹性模量张量

,

以算子形式表示方程 ( 1) 为

甲 c ( 戈 )甲 “ = 一 q

将 ( 1 、 式中
c

`

,* ` ( 二 )分解为

c ; ,。 , ( 二 ) 已 c : ,
; , + c : , 、 , ( , )

·

( 2 )

式中
,

?ic
* , 为常量弹性模量张量

,

对于夹杂问题可取基体的弹性模量张量
.

相应的算子

方程为

7 c 。甲 “ + 军 c , ( 义 )甲“ = 一 q

甲 c 。
甲赵 = 一 q 一 甲 e :

( 戈 ) 7 u

( 3 )

重新将 ( 3) 式写成

从 (4 ) 式
,

我们可以发现
,

通过弹性模量张量的分解
,

( 4 )

已经将非均匀体问题转化成

了体 积 力 问 题
·

如果 cl ( “ ) 为分区连续函数 (如对于夹杂 .for 题 )
,

那么
,

可以将 (4 ) 式

理解为广义函数式
,

其解自动满足夹杂界面位移及正应力连续的边界条件
.

设对于均匀基体介质
c 。

的格林算子为 G
。
对于无限大同性介质而言

, ` 。
即为 K e卜扭

解
,

方程 (4 ) 两边同时作用算子 G。 ,

得关于位移
u 的积分— 微分方程

。 = 。 。 + G下 c l军 。
』

( 5 )

式中
. u 。

为外载在均匀介质
c 。
中产生的位移场

.

应用算子 d e f于方程 ( 5) 的两边
,

使得
。 二 d e fu

,

并考虑到
c :
的对称性及 G

.

在无穷远

处核为零的事实
,

得
: + K

o e ,￡ = : 。
( 6 )

式中
, ￡。 = d ef

u 。
为外力在均匀介质中产生的应变场

.

K
。 = 一 d e f G

o
d e f (了)

其核为四阶张量

~
. , _ _ ~

、

1
,
_ _ 。 _ _ 。

_

, _ 。
_

_ _ 。
、

八 ; , “ = 一 弋。
,
口`行 ,“ ) (“ ) ( ,。 = 一丁 L口` d ,行 ,“ + O ,。 ,廿

二“ + a `口`廿 ,̀ + O ,O`廿 ` , ) ( 8 )

祠理
,

关于应力场的算子方程为 a( = 。 : , a 。 二 。 。匀 )

钱
: : u + S o B lu = a 。

( 9 )
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式中
,

S
。 = e 。 一 e o

K
o c 。 ,

弹性柔度张量 B ( x ) = B
。 + B

:
( 二 )

,

且 B ( 二 ) = 。 一 , ( 二 )
,

丑
。 二

叮 ’ .

方程 (6 ) 及方程 (9 ) 可以认为是非均匀体的基本方程
,

其中算子 K
。 ,

S 。
可以认为是

关于应变及应力的格林函数
.

对于夹杂问题
,

弹性模量
。 ,

(补及柔度张量 B : (丁) 为分

区连续函数
.

下面本文主要处理这类何题
.

如果非均匀体是由多相材料药
.

成{ 弹性模量张量可表示为分区连续函数

e
` , :

汤
= e

,。: +
乞 e : ;。 ,v

,。

反)
( 10 )

式中

同理

,

令 口为夹杂所在区域
,

百为其余耳域

、 (丁) 二于
` 二〔

卫
“
O 见 任口

( 1 1 )

,

弹性柔度张量可表示为

刀
` ,。: (百) = 尽

,* , +
E 丑几* ,v

。
(丁)

如果所有夹杂都是同种材料
,

则心
。 ,
及 B备`

都是常量
,

C号
。 ` L

` ,。: ,
,

?iB
。: = P

`
, * :

将 ( 1 0 )式
、

( 12 ) 式及 ( 2 3 )式分别代入方程 (6 )式及 ( 9 )式中
,

得

( 1 2夕

( 1 3 )

。 = 。 。 一
乙 尤

.
乙: u 。

(丁)

口 = 。 。 一
乙 s0 尸

a v 。
(奋)

侧 一

犷

( 14 )

( 1 5 )

当夹杂为空洞时
,

我们可以对 〔1 4) 和 ( 1 5) 式进行极限处理
.

C腼
一

一
吼hl’ ?iB

。

一
co ( 男 任动 ( 1 6 )

故 ( 1 4) 及 ( 1 5 )式成为

。 = 。 。 +
E 尺

。
e

。。 。
(了) 。 +

( 1 7 )

o = a 。 一 乙 从
。 十 。 ”

(厉) ( 1 8 )

式中
,

犷 为空洞内部应变场
.

( 1 4) 及 ( 15 )式或 ( 17) 及 ( 18 )式总可以写成通式为

A ( % )
一

书 A
。 + 叉 刁

产
( * ` 株 ; 或

.

( 19 )

式 中
,

月
。

为确定性的常量场
,

对于无限大体含有无数夹杂的问题
,

任一点处的 应力 场 或

应要场丝同这点与夹杂些中今位置的相对距离相关
·

因此 (` ” ’式 中
,

本文将举动项表示

成 二 一 : 。

的函数
,

其中
r 二

为第 。 个夹杂的中心位置
,

功
,

表示第 。 个夫杂的尺寸
、

方 位

等随机变量
.

为了方便
,

在下面本文统称为标值
.

从 (1 9) 式可 以发现
,

由于夹杂的中心位置 气 及标值 功
。

为随机变量
,

这样张量 A为
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一随机场量
,

为了求得 A 的统计特征量
,

下面我们 引入随机点场理论来处理
。

假设
:

l) 所有夹杂的中心位置可用一泊松点场来描述
,
其定义见附录

.

2) 夹杂的形状
、

方位
、

尺寸等随机量作为随机点场的标值
,

它们与夹杂的位 置 统

计独立
;

3) 所有夹杂的标值都有相同的分布函数
.

为了问题的处理方便
,

我们将 ( 19 )式写成

A
:

(] % ) = 川 j 十 A f]

式 中
, 万

, 一 叉 A, (百
一
瓦

, 人 )
,

从 ( 20 ) 式可知
,

法 l 为非随机常量部 分
,

(2 0 )

因 此 下

文
,

主要讨论 感
,
项的统计特征

.

为求得任一点
,
处随机场量 从 , 的各阶矩

,

引入关于

M 万=-些~ E 〔e x p ( I a
:

,万
: , ) 〕

的特征函数 材万的定义

( 2 1 )

式中
,

E 〔
·

〕表示取均值
,

久了为一常张量
,

括号内对相同的角标求和
,
I 为复数单位

.

(2 1) 式的具体计算式可推导如下
.

将 l
` ,
表达式代入 (2 1) 式中

M 、 一

斗
X p

、
,

艺、 ,

瓜
一

几 、 〕
} ( 2 2 )

利用条件期望的性质可以得到

” 一尸
,

(N一 。 ) `

鑫
p

·

(、
二 · ) E

{
二 p 〔̀

鑫
一 A : ,〕! N一号

` 2 3 ,

式中
,
尸

,

(N
。 = n) 表示体积为

。
内

,

夹杂数 目为
, 时的概率

.

大括号中项为关于
r 。

及娇
,

的函数取条件均值
.

由附录 (A
.

8) 式关于泊松点位置分布的密度函数及其独立性可以得到

E

{
二 p 〔̀

鑫
一 A : , ( ;

一

瓦
;
娇

?
) 〕 , N一 }

=

{
(

{{{
* d· )一

丁{}
、 E {二 p〔` a ` , A ,, `丁一

又
; `

二
,〕 } d

·

底 ,

}
’

( 2 4 )

将附录 (月
.

1) 及 (2 4) 式代入 ( 23 )式 中
,

就能得
二 处 A 张量的特征函数表达式

M : = 二 p

{{{丁
久E 〔二 p (` a

: , A :了卜 `〕 d之,

} ( 2 5 )

设
r 二

是随机场量 月
:
i (幻 的

n

I
, r ,

阶累积量
,

由特征函数的性质可以得到

(6
”

M /日
a n

) (a = 0 ) ( 2 6 )

式中
,
I

— 为复数单位
,

故

· : , =

I{{
“ E

{〔买 , ( 二 一 r,n ; 功
二
,〕

·

}
d。 `瓦)

( 2 7 )

式中
,

完为泊松点场的强度函数
,

( 2 7) 式中的均值仅是对于标值 劝
。

求取的
.

又
` i 的均值

涯方差即为一阶矩及二阶矩
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<面
` ,> 一

{{{
, E 〔“ ;

,
( ;

一
瓦

, ,
二
,〕 d· `又,

(反:
了> =

汀孙
E

{
〔A ,.(] ;

一

扁 。 可如
(扁

( 2 8 )

( 2 9 )

将 ( 1 4) 式及 ( 15 )式同 ( 1 9) 式比较
,

可 以知道对于应变方程及应力方程 属
, 的具体表

达式
,

将其代入 (2 8) 式就可求得一点处应变均值及应力均值的方程
.

、·
: , ( ; ) > = ·

:
, 一

仃J
, (而〔拼

K : ,
· ,

( ;
一
奋)二从 ! <· : (奋, , d

·

夕 ,

〕
` · (瓦, ` 3” ,

沙 , )n

<口
` , ( ; ) >一: , 一

{!{
、 (瓦)

〔{{{
S : ,

。 。

( ;
一
奋) p

。
一 <。 ; (于, , d·涌〕

`· `砚, ` 3` ,

式中。 。
表示夹杂的 分布体积区域

, 。 。

为某一夹杂的平均体积区域
,

<
·

) 表示取均值
,

。击(r ,) 及姑 ( :
`
)分别表示夹杂内部的应力场及应变场

.

在得出 (3 0) 及 (3 l) 式时
,

本文没

有考虑
v ,

的随机性
,

而取其均 值
.

如 果 认 为 夹 杂 中心 形 成 齐 次 泊 松 点 场
,

即

只 (r 户 = ” (常量 )
,

交换 ( 30 )式及 (3 1) 式中积分顺序
,

考虑到文〔 6 〕中结果
,

可以得到有

效柔度张量表达式

B
釜 二 B

。 一 v zB
o
L <。 + > ( 3 2 )

为求得夹杂内部场及基体中的应力场及应变场
,

」

只须对夹杂的分布作如下处理
.

内部场
:

假设
x 处存在一个夹杂

“ `而
=

{
占 ( r

。 一 , )
( 3 3 )

式中
,

` 是 以 二 为中心的夹杂 区域
.

将 (3 3) 式代入 ( 3 0) 式及 (3 1) 式中
,

在外部应力场给

定的条件下
,

得

<。六> = 。?I 一 v 了B I]
。 。

L 。 、 : (。盗> 一 ( 1 一 v , )刃 s附。

L
。 ,。 *: <。石> (3 4 )

<。六> = 。夕, 一 ( l 一 。 I ) D
` ,二。

P
。 , , , <嵘 ) ( 3 5 )

式中
,

对于相 同的指标缩并
.

vl 为体积含量
.

,
:
了二

,
=

丁丁丁
K 兮,

。 。

`户, d· `奋,

U0

。
` ,。 。 =

{{}
S?了

· 。

`奋, d· (奋,

( 3 6 )

( 3 7 )

式中
, 。 。

是以圆心为中心的椭球形夹杂的区域
.

城 ,
.

及 D咖
。

的分量形式为

A
,

川 = 秃
。
〔3 1一 a + ( i 一 4下。

) 1
2〕

A
I , , : = 壳

。
(几

, 一 I
,
)

月
; : ; : =

合
。。〔 I : : + I

: : + ( 1 一 2 : 。
) ( I

; + 1 2 ) 〕

。 : : : : = , 。〔卜六
(3 1 : : + I : ) 〕

( 3 8 )
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。 , : , : 二 · 。

{
里子

鱼 一

湍
〔̀ 2 , + ` ! 2 一 (卜 4: 。

, “
1 · ` 2

,〕
}

D
, 2 , 。 一

r0{导
鱼 一

揣、
1 +

。
(卜 2、 、 、 工 ( 3 9 )

式中

1

16 兀 声̀。
( 1 一 ? 。 )

“

2 /z 。

。 一 1 一 九

月

!
J

沙

3一2

u 。 、 , , 。

分别为基体剪 切模量及泊松比

I
, = d舀

。
( a厂+ 省) △ (占)

此

一一
`一普二 ;{。 ( a写+ 占) ( a : 十 言)

`

广 (妇

(△ (占) = 、 / ( a } + 言夕( a : + 睿) ( a兰+ 占) ; 户
,

g = l
、

2
、

3 ) ( 4 0 )

式中
, 。 为椭球夹杂的体积

, a l 、 a 。 、 a 。
为三半轴长度

.

由于正交对称性
,

月 张量 及 D

张量分别有九个独立分量
,

其佘六个分量可由周期地替换角标 1
、

2
、

3 而得到
.

外部场
:

假设 * 处不存在夹杂

双币
二

J ` , 全加厂

l1L 杭
:

在`

将 ( 4 1 )式代入 ( 3 0 )及 ( 3 1 )式中得

<。万) = 。
只一

: , j ( B : {
用 ,
一 A

, , , J

) L
,: 、 , 了晓 >

`。 不夕 = 二马+
。了
D

f ,。 二

P
, 。 。, `二痴)

(3 4 )
、

( 3 5) 式及 、 4 2 )
、

( 43 )式的假设是认为夹杂内部弹性场均值为常值
,

( 3 2) 式中
,

我们得到了有效弹性模量具体表达式

B
苦 = B

。 一 vj B
。
L B <I + D 尸)

一 ’ ) 〔I 一 v J D < ( I 十 D尸 )
一 ’ 少P 〕

一 `

( 4 1 )

( 4 2 )

( 4 3 )

将 ( 3 4) 式代入

( 4 4 )

三
、

计算结果

作为一个感兴趣的问题
,

式中 月张量及 ( 3 9) 式中的 D

下面主要讨论了球形夹杂场的情况
.

张量分别为
,

12
, , 、

4
、

月 , 1 , : “ 人
。 〔管

“ 十 ( ’ 一 4下。
)亏

兀〕

对于球形夹杂
,

心 8)

刀
z , 2 :

月
一。 x ,

“ 一

矗
、 。 二

二 4 兀 k0 (

矗
一

普
: 0)

刀 1 2 1 1 = 月
2 2 2 2 = A

s 。。 3

月
1 1 2: = 刀

1 , 。 , = 刀
2 : : ,

月一: 1: 七 A , 。一: = A
Z。 2 :

(4 6 )

其余分量为 。
。
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, _

7

刀
,

川 = r 。 叹i 一污
兀 )

D
l l 2 2

一〔
: 。 一

矗(警
: 。 一

提)〕
。 : 2 : 2 = · 。

{气户
一

壳岭
+ “ 一 2 : 。

,

号}
“ 7 ,

D
:

川 = D
: : z: = D

: 5 5:

D
I一。 2 = D l l a 3 = D

2 2 s。

D
, 2 : 2 = D

;

川
= D

2 3: a

其余分量为 。
.

1
。

有效弹性模量计算

( 1) 材料组合

ZG
。 = Z 0 0 0 k g / m m 忿 完

。 = z s o o k g / m m t

ZG = 4 0 0 0 k g / m m
么

兄 = 3 o 0 0 k g / m m
Z

式中
,
元及 几

。

分别为夹杂及基体的 L a m e
常数

.

计算结果示于图 1及图 2 中
,

示 S e l f
一

C o n s i s t e n s 方法计算结果
.

(2 ) 空洞情况

ZG
。 = 2 0 0 0 k g / m m

Z
元
。 = 1 5 0 0 k g /m m

么

Z G = 0
.

0 I k g / m m Z
几= 0

.

o l k g / m m :

计算结果示于图 3 及图 4 中
.

2
。

微观场计算

( 1) 硬夹杂情况 (E 了> E 沪

ZG
。 = Z 0 0 0 k g / m m

Z
几

。 = 1 5 0 0 k g /m m l

ZG = 4 0 0 o k g / m m z
元 = 3 0 0 0 k g /m m

Z

( 4 8 )

( 4 9 )

虚 线 表

( 5 0 )

( 5 1 )

G ./ G
.

2
2

/

1
一

习

卑兰弓
双

、
、
\

\ 、、、
0

1
.

芍

\
、

火
6

0
.

6

1
.

4

/

,,/
1

林

矛

夕
, /

1
.

2

k*/ 左
。

…厂
卜 / /

0

乙
,

司` J
乙少

,

2 0
.

4 ( ) 。 方
0 0

.

2 0
.

4 0石 0
.

8

川。方
0

.

4 .0 6 0
.

8 1
一q和

,r一nU

,一口

圈 1 有效 剪切模 量跳 夹

杂体 积含量的 变 化

图 2 有效体模量 随夹决

体积含量 的变 化

图 3 有效剪切模里随夹

杂休积含量的 交化
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计算结果示于图 5及图 6中
.

( 2) 软夹杂情况 (E j< E翩

ZG
。 = 4 0 0 0k g /m m

Z

ZG = 2 0 0 0 k g /m m
名

计算结果示于图 7及 图 8中
.

(3 ) 空洞情况

ZG
。 = 2 0 o o k g /m m Z

2̀ = 几二 O

计算结果示于图 9中
。

义
。 = s 0 0 0k g /m m 名

之= 1 5 0 0 k g /m m Z
( 5 2 )

之
。 = 1 5 0 0 k g /m m 盆

( 5 3 )

伪岁暇 <。兴》 I扇
丫 20

一 ,

1山O山一一

弓Q

:
任

ù一

.08.06.04

O卫

1.08似舫.02

0 0
.

2 0
.

4

,

卜侧
。

0
.

6 0
,

8 1 扮橇六丫扁弋乍月
一 5l

O
0 .2 0

.

4 0
.

6 0
.

8

图 4 有 效体模量 随夹杂

体积含量的变化

图 5 应力均值 <a 器) 随夹

杂体积含量的变化

图 6 应力均值 <。找> 随 夹

杂体积含量的变化

<武V峨

109

1
.

8

<武 》/端
x 10

一 ,

”

厂
一

,
2卜

<撬 ) /碌

6L 1
.

5

4L

U 心
.

5

习 0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1 0 .0 2 0
.

谧 .0 6 0刀 1 砚厂万刁 0
.

6 0
·

8 1

,占óU

国 T 应力均值 <。器) 随夹

杂体积的含 t 变化

图 8 应力均值 < 盆》随夹

杂体积含全 的变化

图 9 应力均值 <a器)随 夹

杂体积含量的变 化
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附录 三维空间中的随机点场理论

类似于随机点过程理论 . l 1,

在三维空间中
,

我们将泊松点场定义为

1
.

定义
:

一个在三维空间 F 中的泊松点场定义为具有下列性 质 的计 数 场 { N 砖

。 仁厂 }
。

1) 在
。
中

,

点的数 目戈 具有参数为 A
。

的泊松分布
,

即对于
, 二 0 , 1 , 2 ,

…

P
r

〔戈
= , 〕 = ( n l )

一 `

川
e x p 〔一 A

。

〕 ( A
.

1 )

2) {戈
; 。 c 厂 }在任意不相重叠的区域

。 : ,
姚

, … 中具有独立增量
,

即

P
r

〔N
。 : = n , ,

N
。 :

= n : , … N 口。 = 瓜〕 = ll P
r

〔N
o . = n 、〕 ( A

.

2 )

在所定义的空间中
,

A
。

即可能是连续函数
,

也可能具有跳跃点
,

若为连续 函 数
,

可 以表示成

A
。
一

拼
, (%

, , ,

抽

式中
,
兄为强度函数

.

2
。

几个重要的统计量

1) 在
。
中存在

n
个有序泊松点

,

其位置如何 ?

( A
.

3 )

设泊松点二
,
任刀。 , , 叨 2

任刁 。 2 ,

…
:

任刀巩
,

而
v 一

艺 刁。 ,

中无泊松点存在
,

则概率

P, 〔切卫〔 刁。 , , w :

C刀、 , …二
,

任刁巩
,
k = 。 当

v 一

E 刁铸 〕

= P
r

〔N
刁, : = 1〕p

r

〔N
刁,

三二 l 〕…只〔N 洲
。
= 1〕 P

,

〔N
, 一 : d , ” o 〕

= n 人叫
` e x p〔 一 人口 ( A

.

4 )

概率密度函数为

.

p ·

恕
一。

(
`

只` “ `

)
一 `

只

缪
:

几
`

ex ” 〔一 人口 ( A
.

5 )

如果认为 二 : , 二 : ,

…
,

是无次序的
,

则

P
。 = ( n ! )

一 `
fl 只w

` e x p 〔 一 A
。

〕 ( A
.

6 )

幻 在 F 中存在
n
个泊松点的条件下

,

这
”
个点的位置分布

。

.P (。 1风
“ , ) 二 P (。

,

从
= , ) / P (N

。
= , )

= fl (几二
`
A二1 ) ( A

.

7 )

、 (二 ,、
= 。 ) ·亘“ 。 `

〔

朴
d·〕 ,一

( A
.

8 )


